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1 Euler-Affinitat als Doppelstreckung

Zentrische Streckungen (siehe Text 21215) werden schon friih in der Schule behandelt.

Solche Abbildungen definieren Bildpunkte dadurch, dass die Entfernung einen Punktes vom Zentrum

mit einem konstanten Faktor verandert wird.

Hier zwei zentrische Streckungen vom Ursprung aus,

links mit dem Faktor k=2,

rechts mit k = ], also eine Stauchung:

4

Zentrische Streckung

Die Abbildung links zeigt, o. €

1/

cken in parall

oy

|\ Al

otrecken Ubergehen. In dieser Abbildung

erkennt man = “trahlens.  uren, die
Firdie\”  oren gilt 3'=2.3, b'=
Firai.  bildung rechts gilt. a'=1.a, b'=
Allgeme.  ‘*fiirdie  svektoren: X'=k-X
Fir die Koordn  .n der Bildpunkte: {Xl =k X}
y'=k-y
. . . . - k 0\ -
bzw. in Matrixschreibweise: = 0 k '

\_

1au zur zentrischen Streckung passen.
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Die Gleichungen {; : E : ;} kann man so darstellen: T N
Streckung in x-Richtung: OP', =k-OP, i .
. Pk
Streckung in y-Richtung: OP", =k -OP, d
. . a

Streckung in jeder Richtung: OP'=k-OP = : 8
P, P,

In der Abbildung ist k =15 . - J/

Wenn man in x-Richtung mit einem anderen Faktor =*-ackt, als in y-
Richtung, dann nennt man diese Abbildung eir _uler-. Mitat.

Beispiel 1:

J— — N
Streckung in x-Richtung: OP', =2.-0P ( ¥
Streckung in y-Richtung: OP', =15

Die Vektoren OP und OP' zeigen nicht mehr in dieselben
Richtungen, also liegen O, P und P' nicht mehr auf einer G. den.

N |

Fir die einzelnen Koordinaten gilt nun:

——'I,;.,,‘

In Matrixschreibweise: X' = ko : \)?(

- K, 0) .
Merke: Eine affine AL ingr  erGleichung ¥'= L01 ) j.x
2
stre~'* in x-Richtwi..  tdem Faktc , in y-Richtung mit dem Faktor k.
ole heiRt Ev ?-Affini

Ist speziell k1 =k 'ann wira die Euler-Affinitat zur zentrischen Streckung.

.. - 1+ 0) _ x'= 1x
B | 2: ; z - ) 2
eispie ko 2) X bzw {y':—Zy}

Hier ist der y-Streckfaktor negativ, dann wird zuséatzlich am Ursprung

gespiegelt.

Im Einzelnen gilt hier:

Streckung in x-Richtung: OP', =1-0OP,
Streckung in y-Richtung: OP', =-2-0OP,

/
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Berechnung von Euler-Affinitaten mit beliebigen Streck-Richtungen

Beispiel 3 — Schrage Euler-Affinitat (Sehr wichtig!)

Diese Euler-Affinitat streckt von O aus in Richtung u = Gj

mit dem Faktor 3 und in Richtung v = [;] mit dem Faktor 2.

Zunachst schauen wir die Wirksamkeit dieser Abbildung in der
Zeichnung an: Man sieht zwei Geraden s und s, in Richtung

dieser Vektoren U und V.

Weil es sich um eine Euler-Affinitat handelt gilt:

J
y /. N\
7 /32
o |
6 .Q'
5_
4
S /
3t 2V4Q =
2.
" 30
1.
s U - I
| i & i3 5 6 7 )

Alle Punkte auf der Geraden s; werden also vom Ursprung aus m 'em Faktor 3 ,wegge ckt‘,
bleiben also auf s4, wodurch s, zu einer Fixgeraden wird 8. P—.

Alle Punkte auf der Geraden s, werden also vom Urspr. 1.  mitden. i _estreckt’,
bleiben also auf s,, wodurch s, zu einer Fixgeraden wird, z.  Q g

Der Schnittpunkt O von s; und s, wird ¢ 'm einzigen 1 nunkt.  \bbildung.

Punkte, die nicht auf s, oder s; lie “en, we:. daau. ~aelk =t, dass man den Vektor FP

in zwei Komponenten in Richtur

and v zerleg.

1 diese u.

t den beiden Faktoren streckt.

* wird.

Das zeigt die nachste Abbil”

Jinder P(5'5) abgew

mitdem F

alelogrammschel.ia zerlegt in Komponenten in

Der Ortsvektor X = (:) '

u—und v — Richtung:

x=0P=0"

Jetzt w

-1 9

.ogebildet:

T

1.

-~

Man strec.

und OR,’

e =[3]-0P,

2

und setzt die Komp.

N

111

101

wieder zusammen zu. 71

\)‘(’:OP':OP‘1+OP‘2 el

Dazu gibt es zweierlei
Berechnungen.

=i

=4

a=1

f

b-Achse

™

P'(14]12)=(6]2),

d
a-Achse

1 EULER-Affinitat

>

10 11 12 13 14

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



21230 Affine Abbildungen: Euler-Affinitaten 6

1. Methode: Berechnung eines Bildpunktes im u,v-System:

Wir gehen aus von )"(:O—P1+O—P2=@-G+|E-\7=(Z]
U
Durch Abbilden folgt: x'=0OP'=0P', + OP",
Die Euler-Affinitat streckt so: OP', =[3]-OP, und OP,'=|[2]-OP,
Also wird %'=0OP'=3.0P, +2-OP, (1)
d. h. X'=0P'=3.[a]-i+2:[b]-v
. . . ., == 3 0
In der Koordinatenschreibweis: X'=0P'=]a|- (O] +[b]- Zj
. . . o -, (3 0)fa
oder in Matrixschreibweise:: X'=y 2} bj
Im G,V — System wird also % = OP = OP, + Ot "\ E
. . (3 0\(a) (3
abgebildet auf X'= (,\ 5 b) = (Zb/‘

Zu unserem Zahlenbeispiel:

Gegebenwar P(5|5):  ..von X=2-U+ f(zj
U

, 3 0)2
Abbildung: ;LO ZJ(J :LZJ
) u
Ergebnis:  P'(6]2),
riickre. .inen ins e,,e, -System:

5 - (2). = - (1
We "‘:u:(Jlst JOP2:V=(3

i'=6-[fj+2-(;j=mgl = P'(14]12)

Das war jetzt eine Berechnung die darauf beruht hat, dass wir vom €,,€, - System

j ergibt dies umgerechnet:

in ein Eigenvektor-System gewechselt sind, das durch die Vektoren tund v festgelegt ist.

Das geht auch anders, indem man gleich wieder auf das EW-System zurlickrechnet.
(Nachste Seite)
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2. Methode: Erstellung einer Abbildungsgleichung im &,,e, - System
In unserer Aufgabe ist eine Euler-Affinitat gegeben durch diese Vorgaben:

Diese Euler-Affinitat streckt von O aus in Richtung u = ﬁj
mit dem Faktor 3 und in Richtung v = (;J mit dem Faktor 2.

Gegeben sind also die Eigenvektoren uund v mit u'= -G und V'= ~\7

. -, (6 - (2
das heil3t also u _(ZJ und v _(6)'

Einschub: Koordinatensysteme:
Im Koordinatensystem E = {O; €, , &,} gilt X = -é1 +~é2 ,wob nan sich aufden Ur. Ing

0(00) und die beiden Basisvektoren &, =E;j und &, [ ‘U bex

Daher bedeutet u= [?j soviel wie u=|2|-€, +[1- e,

Merke: ,Die Koordinaten sind die Koeffizientenin¢< "Da. ‘'lung mit den Basisvektoren
Man kann fur Euler-Affinitdten ein ganzs, . ~ardinaten. stemne  >n, das gerade die
Vektoren als Basis verwendet, die F venvekw.  ~der. “1ung  nd. Damit meint man die

Vektoren, deren Bildvektoren di-  .oe Richtung h. .
InU={O;u, v} gitentspre  nd:  X= [-1.G+[b]-v *) a, b sind gesucht.

Die Methode, eine Abbil.  “sglei- .1g zu erstell=n geht hier so:

Stellt man einen Ortavektor im . stem dar, de*  ilt: X = @»G + @ -V

: : ”2\ 1
Dabei verv  .enwir u und v @
X 2 1
Das. ~utet =a- b-
N b))l

x=2a+b| (1)
bzw. {y:a+3b} @
Umstellen nach a u. (1-2-(2): x-2y=-5b = b=-Ix+2y
In (2): a=y-3b=y+ix-Ly=3%x-1y
Daraus folgt fir den Bildvektor: x'=[a]-d'+[b]- V'
- 2) (8Bx-%y) (—-Zx+iy Bx-2y
" _(3y_1 Ay 2 5 5 5 5 _|s 5
(& sy)(3j+( 5X+5y)[6] (EX—%VJ (—%H%y] (2X+2y
6 _2
bzw. in Matrixform: X'= [g 95}?
5 5

6 _2 _
Zur Kontrolle wird der Bildpunkt zu P(5|5) berechnet: X'= ( : 5}[5j = (16 Zj = (14j ,
5

Der Bildpunkt ist also P'(14|12)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Identifizierung einer Euler-Affinitat

Wenn eine affine Abbildung genau einen Fixpunkt und zwei linear
unabhéangige Eigenvektoren besitzt, heilt sie Euleraffinitat.

Eigenvektoren sind Vektoren, deren Bild ein Vielfaches vom
Urbild ist. u'=k-u, k heiBt der (zugehorige) Eigenwert.

Also kénnen nur Eigenvektoren die Richtung von Fixgeraden angeben.

Funf Beispiele

(3

Bestimmung der Fixpunkte durch x'=x Das fuhrt zum Gleicht  ssystem

X

Beispiel 4 Gegeben ist o durch

A 3x+0y =x 2x=0 . ; ; "
X' =X {Ox L2y = y} { y= 0} 9] 0) . "ziger Fixpunk
Berechnung der Eigenvektoren als nicht-triviale Lésung . h. . Nullvektu, o
30 G 3-k 9 q '0\
02 0 = X
Bedingung fir nicht-triviale Losunge istdiev  kter.. e L ichung:
3-k O . A
g 9" 0 - (3-k)(2-k): < k,=.,k,=2 Dassind die Eigenwerte.
. _ 0 0) 0 *=0
Eigenvektoren zu k; = (0 )T [0] = T—Uz _ O} < u,=0
Die 1. Gleichung . wehrlich. Wak - g, =r, reR = U= [(;j = r(;j
Eigenve :nzuk,=. T o U= o 2o
00) 0 0=0 !
Die 2. Gleichung  2ntbehrlich. Wahle u, =s, seR = V= (gj = s(?j
. . _— . (1 - (0 ...
Ergebnis: at also zwe’  :ar unabhangige Eigenvektoren u = 0 und Vv = 1 mit ihren

Vielt. = »  Jesgilt: u'=3u, v'=2v.

a hat also hat genau einen Fixpunkt und zwei linear unabhdngige Eigenvektoren
und ist daher eine Euler-Affinitat.

Fixgeraden sind die beiden Geraden durch F in Richtung der Eigenvektoren, also

gs: f(:%+a[;j und gy R:nger(?j

bzw. y=0 (x-Achse) und x=0 (y-Achse).

Da diese beiden Fixgeraden orthogonal sind, spricht man von einer orthogonalen Euler-Affinitat.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 5 [Gegeben ist o durch X' 2(22 _1(,)5’34))—(' Zeige, dass o eine Euler-Affinitat ist. }
Kurzlésung:
Fixpunkte: X'=X < {gé’;:gg Z ’;} {ggz ; g:z : g 212))}
2-(1)+(2): 5x=0 = x;=0. In(1): y-=0: F(0]0) isteinziger Fixpunkt.
Eigenwertsystem: (3(?; K 1;?’_1][3;} = (8}

Charakteristische Gleichung:

‘B'égk 1"80’_4k‘=0 < (32-k)(18-) 024=0 < n “k+6=0
Eigenwerte: K, = S+V25-24 S5*i ={3
’ 2 2 2
Eigenvektoren zu k; = 3: 32-3 “0473fun_(0) 04 KOW o [07 -04u,=0
"7 o6 18-3)lu,) 0 T2 Luy 4-12U, =0
Beide Gleichungen sind Vielfache n u, . =0.
Wahle u, =r, . u=2r = a:L‘ (Zj mit G'=3-0.
r, 1
. 32-2 04 )\(u 0 T \(u 0 12u,-0,4u,=0
E kt kp=2: |7 ' ' = < Uy =02,
igenvektoren zu k; [ 0 |,8—2j£u2 \ & \O,b \UJ (Oj o {0,6u1—0,2u2:0}

B . Gleichungs sind Vien.  =von 3u,-u, =0.

hle u,= .eR = u,=3s = V:(?’Ssj:s[;j mit v'=2-v.
Ergebnis: a hat aenau eine. ounkt und zw  iear unabhangige Eigenvektoren, ist also eine
Zus?’ o hat diese zwe  xgerader..
X =7 ﬂ bzw. y=1x
1
und . =b- 3 bzw. y=23x

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 6

Gegeben ist a durch

Sl

Fixpunkten X'=Xx < (

4-(1):

5-(2):

6 4 X+

4 4
20x-16y = -20
20x — 25y =-20

5 o {6x—4y+5=x

dx -4y +4=y

3)
(4)

(3)-(4):

In(1): 5x=-5 = x=-1.

(G—k

‘6—k

Eigenwertsystem:

Charakteristische Gleichung:

Eigenwerte:

Eigenvektoren zu k, = 4;

Beide Gleichungen sind Viel*

Wéhle u, =r, reR =

Eigenvektoren zu k; = -2:

k?-2k-8=0

9y=0 = y=0

Beide Gleic ~en sind V’

Wahle u, =1, rc

Ergebnis: .2se atin., hildung

G:Gj mit U

Fixgeraa. 'nd daher:

o x=(g) 1w
92! iz(_(:jﬂ(;J bzw.

<
Il
N|=
X
+

u, =2r. Lo

7 und

N|=

y=2x+2

K _2++44+32 2+6 {A
1,2_—> N =

LI1 :Zn

die ¥

Einziger Fixpunkt ist also F(-1]0).
o)
u2

‘:0 dh (1 K)(-4-K)+16=0 .

—&

J_[u1 5 JZu1
u,)
Snou,—-2u, =

dsui,_  ‘torel

"11) = {8U1 —4u, =0
ache von 2u, —u, =0.
gsvektoren:

en linear unabhangigen Eigenvektoren

L;j mit v'=-2v (mit allen Vielfachen).

5x -4y =-5 m)}
4x-5y=-4 (2)

Euler-Affinitat

Friedrich Buckel
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Beispiel 7 LGegeben ist a durch X' =(0 1))”(+(3J

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

X'=X

EIGHE = §25 = &

Aus (2) erhalt man

Bestimmung der Fixpunkte:

1, aus (1) folgt dazu

XF :_E’

o hat einen Fixpunkt: ~ F(-0,5|-3,5).

Bestimmung der Eigenwerte:

Eigenwertsystem: (_zk 1 10(:’1 ] = (8)
- 2
Charakteristische Gleichung: ‘_zk 1jk‘ =0 & -k -
— -
Eigenwerte: ki, = 1i\/r— % = \
’ z

Bestimmung der Eigenvektoren:
(=2 1\(u)_ )
‘ _J(Uz]_k <

Nle u, "R -

Eigenwertsystem zu k; = 2:

Eine Gleichung ist entbahrlich.

:y+3} @)
=2x+1] (2)

=-3,5

NI~

Ye =—

k)-2=0 < k* -2=0

“-2u,+u, =0
y—Uy =0

u, =2r.

\
Eigenvektoren sir .50 U, :(er) :r\ also alle v. sifachen von (;J mit u,' =24,

Eigenwerts, mzuk;="

Die zweite Gleict, .. entbehrlich

.igenvekto. ind alsc =( } = r( 1

1

11\ u ) - u+ u,=0
22)\u,) |0 2u,+2u, =0
anleu,=reR = u,=-r.

), also alle Vielfachen von (_11) mit U,'=-u,

o

Bestimmung del1  xgeraden:

v, genau eir
bes. - zv Ixgeraden:
) - (-0,5 1 _ s
g x—(_375J+r(2j bzw. y=2x-2,5
g X= [:ggjﬂ(jJ bzw. y=-x-4

rixpunkt und zwei linear unabhangige Eigenvektoren hat,

\

Friedrich Buckel
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Details zu dieser Euler-Affinitat

/
/ \
/
/ | |

X
R
/
/
/
/
Fixpunkt: F(-0,5|-" ,, Fixgeraden: ¢ y=2x-25, g» Yy=-x-4
Abbildung: Auf A(05!  L)eg—*>A 3]05)eg,
wr FA'=" F Streckung mit dem Faktor 2.

el v '-T)eg,- >B'(-4]0)eg,

wobe, -B'=-FB Spiegelung an F.
Aufden F. raden liegt eine Streckung mit dem betreffenden Eigenvektor vor.

C liegt aufi er der Fixgeraden, dann kann man sei Bild so konstruieren:
Punkt nic  auf den Fixgeraden: C(2|-3)—“—C'(0]2)

Man zerlegt der \ * ~ In eine Linearkombination aus den Eigenvektoren, in der Konstruktion:

ﬁ=2=(3:2)=x01+y02:x(;)+y(_11) = x=1y=15 also:

Fir die Abbildung gilt dann: FC'=Z'=1,'+150,'. Und wegen U,' =24, und U,'=-U,

folgt: FC'= \2‘ =2u,-15U, ‘ Das zugehorige Parallelogramm kann man in der

Zeichnung sehen.

Rechts am Rand sind ausgehend vom Hilfspunkt H Pfeile von

us, Uq'=20, sowie U,,U,'=-U, dargestellt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de





